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       ス ピ ン 画 敏 の 攣 換 性 に 就 て(1)
      On the Transformation Properties of Spin Functions.1
              鳴   海    元
                  Hajime Nai'umi      一
 量子力學 に於 て幾つかの 同強粒子 を含む系 の状態(準 位 ♪を決 定す るためには,そ れ ら粒子 の
置換縮 退,並 び にそα)粒子 に固有な統 計的性質 に關連 して,こ の同種粒子系 の スピ ン画 激 を求
めてお く事 が本質 的に要 求 され る.(こ の場 合 スピンの相互 作用は省略 す る).ス ピ ンが%の 場
合 には醗 に多電子 用題 に於 て,主 としてS醜r,Dira・, Van Vleck, Serl'}er,並 びに山内氏
等に よつて定 式化 されてい るこ とは周知の如 くであ る.1)
 吾 々の問題 はスピ ンが 任意の整敷 又はノト奇数 の場合 に,そ の同種粒子 系の スピ ン画藪 の攣 換
性 を決定す ることで あ る.そ のため には,ス ピン函数 を基 底 とす る廻縛群並 びに封 稻置換群 の
表現 を同時 に簡約 す ると云 う方法を探 つた.2)
 今 スピンがsな る粒子 の スピン塞聞 に於 け る廻韓 群の表現 を0、 とし,こ の粒子 のf箇 の集
合 に注 目すれば,こ の系の猫立 なス ピン函敏 として,
                    グ
      Uλ(1)Uμ(2)●'-Uv(f),但 し2,μ,… …, F 3, s-1,・ ・一,-s(1)
なる(2・ 十1)t箇 の基底 が(2s十1)c次 元 ベ ク トル杢mRを 作 り,こ の室闇 の廻縛,及 び同種
粒子の総 ての置換 によつて,一 次攣打 を受 け る.か くしてRに 於 て廻轄 群及 び到稻群 の表 現が
同時に得 られ る.前 者 を(θs)f(Kroneekerのf乗積),後 者 を πfで 表 わす.ス ピ ン函敷 に
樹 す る演算 子 としては,爾 群 は可換で あ るか ら,Rに 於 け る爾表現 は同時 に簡約 す るこ とが可
能 である(定 理)3).e一この事實 は基 底ベク トルに關 して次 の形 の矩 形の組 に分割 し得 るこ とを意
味 す る:
      XTn,'・…・, V】n  V' 11,……, V「ln・
      三     三 ;  i      i   3・・・・・・…            (2)     V
kl,……, Vkn V'krl,… …,N' 「kt nt
 スピ ンが%の 場 合には この各行及 び各列 に薦 する基底の組 は夫 々の群 の一つの既約表現 に屡
する・併 レス ピンが任意 の場合 には必す しも共關係は成立た ない.帥 ち廻韓 群 の積表現 の簡約;
                   (72)
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       〔が。〕f=2c、s,f)zPs,(S=fs-9)          (3)
           
 但 し9=O,1,2,… …fs,叉 はfs-}急;c,rぱ&に同 値 な 表 現 の 数)に よ つ て 得 ら れ る 合 成 ス
 ピ ンSで 指 定 され る既 約 表 現 歯 が,(2、 の 短 彩 の 一 つ に 茎1慮 す る と す れ ば,こ れ に 屡 す る 封
 稻 群 の 表 現 は 必 す し も既 約 で は な い と云 う貼 が 注 意 さ れ る.
  こ の 場 合 の 基 底 は ど う な る か.今 各 粒 手 の ス ピ ン塞 間 の ウ ニ テ ー ル 基 底 を
       uλ(i)=(u・(i))・ ・λ(tl2(i))s`λ/v(・+Aノ!(・ 一λ)!      (4)
 (但 しi=1,2,・ 一 ・,fs A=s,s--1,… …,-s)と 取 り, u1(j),u2(i)に 反 傾 な 鍵 激Xl,x2を 導
入 す れ ば,次 の 不 攣 式 が得 ら れ る.
       1=π(U、(i)u2(j)-P2Ci》u・(j))・ijπ(Ul(k)M+u2(k)x2)2s--9k    (5
         き                ド                               ノ
 但 し Σaij = g,9k=X'σij(k=i叉は1),又 は9k=0(kキ1,1),且Σ'は す べ て のkに 就 て の 総
   ユくコ
 和 を意味 す る.そ うすれば 挑 の基底はM==S、S-1,… …,-Sに 蜀 して,不 攣式(5)の 展開
 に於 け る
       XMS=xコs+Mx2s-MIV(S+M♪!(S-M)!               (6)
 の係敷 と して與 えられ る.こ れで(2)の 矩 形が具艦的に得 られ る.
  そこでzPsに 屡 す る剴 稻群 の表現を簡約 す るこ とによつ て吾 々の問題は解 かれ る.そ の場合
 には表現行列 の構域 を必要 としない.EPちRに 於 ける表現の指標 が基底 の選 び方に封 して不攣
 であ る と云 う事實 か ら,Rに 於 け る一次攣 換A王sの 指標 を(1)及 びく2)の基 底に封 して求 め る.
 玄芸にAは
       Us=ζ8Us, U,-1= 9・-ius.-1,・・…・, U.、=ζ 一sU-,        (7)
                            に
 な る ウ ニ テ ー ル 墾 換,Pは 循 環 構 造(α1,α2,… ・・, ap),但 し.8αi =fに よ つ て 一 意 的 に 定 め ら                            コロ
 れ る置換を意味する.今Xs(P)をPsに 属するPな る置換の表現の指標 とすれば,上 記の指
 標の不攣性か ら,整 数のスピンに封 しては
                     サ       ノ
       」SXs(P)(ζs+ζs-1+・ ・e+ζ一s)=ff(ζsωi+ζ 〈s-1)dii+・。・+ζ 『sωi)     (8a)
       s         .             i累L
 牛奇数のスピンに封 しては,
                       
       225s(P)(ζ2s十 ζ2s-十 … 十 ζ一2s)=。ll(ζ29ωi十 ζ(2s-2)ωi十… 十 ζ一2sωi)  (8b)
                                   ロ 
 な る恒等式 が得 られ る.從 つ てXs(P)は 多項式:
        
       17(ζ29αi号ζ(2s『1)αi十… …十1)(1一 ζ)                     (9)        ほユ
 の ζ9の 係 数 として決 定 され る.こ れを封稻群 の総 ての類(al,α2,… …,α ρ)について求 め,然
 る後封柵群 の輩純 指標 に分解 すればよい4).斯 くして得 られ た封聡群 の表現 の簡約 の結 果か ら,
 一般 に2s+1≧fな る場 合 に,睨 約 表現 のすべてが少 くとも一度 はその既約 戎分 に含 まれ る と
 云 う定理 が具艦化 されてい'るこ乏が解 る.個 々のスピ ンの場 合の結果,並 び に核ス ピン画数 え
 の慮 用に就 いてはi次の報 告に譲 ることにす る.
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